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Предмет, класс
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Проект  под названием “Метод интервалов” составлен как элективный курс по математике для учащихся 9 классов.

Элективный курс базируется на знаниях, полученных  в 8-9 классах при изучении тем “Квадратные неравенства” и “Область определения функций”. 

Данный элективный курс освещает намеченные, но недостаточно хорошо проработанные в общем курсе школьной математике вопросы и направлен на расширение  знаний, повышения  уровня математической подготовки через решение большего класса задач. 

Стоит отметить, что навыки в решении различного вида неравенств и построение графиков трансцендентных функций методом интервалов, совершенно необходимы любому ученику, желающему не только успешно выступить на математических олимпиадах, но и хорошо подготовиться к ЕГЭ или в дальнейшем в высшие учебные заведения. 

Курс позволит  систематизировать, расширить и укрепить знания, связанные с решением различного вида неравенств и задач, а также с исследованием различного вида функций и построение их графиков, используя так называемый метод интервалов. 

Преимущество метода интервалов по сравнению с другими, использующимися в такого же рода задач следующие: 

· простота и быстрота достижения цели;

· наглядность (и возможность контроля или перепроверки);

· экономность в вычислительных средствах и времени;

· широта охвата всей ситуации;

· формирование и развитие навыков обобщенного мышления и анализа, а также связанные с этим умения делать логические выводы. 

Предлагаемый элективный курс будет способствовать обогащению  знаний по математике учащихся 9 класса, расширению  кругозора, формированию  логического мышления и, наконец, поможет сориентироваться  с выбором конкретного места профиля обучения и дальнейшей специализации.

План проекта:
I. Понятие неравенства.

II. Решение неравенства с одной переменной.

III. Такой простой метод.
I. ПОНЯТИЕ  НЕРАВЕНСТВА.


Неравенство – это два числа или математических выражения, соединенных одним из знаков: > ( больше) или < ( меньше ),  > ( больше или равно) или < ( меньше или равно).Запись а > в означает то же , что в < а. Неравенства, содержащие знак > или <, называются строгими, а содержащие знак  >  или  <   -  нестрогими.


Различают два вида неравенств: арифметические ( или числовые, в записи которых участвуют только числа) и неарифметические, в записи которых наряду с числами участвуют функции одного или нескольких переменных.


Например, числовыми неравенствами будут:


3 < 5,  3 < 3 , ( 5 – 7)2 > ( 100 – 99)2.


Неарифметическими неравенствами, например, будут неравенства:


Х > 1, Х – 5 <  7,   X2 + Y2 > 36,    4x2 – 11x - 13 < 0.


Выражения ( функции), входящие в неравенства, могут принимать различные числовые значения в зависимости от различных значений своих переменных. При одних значениях переменных неравенство может обратиться в верное неравенство, при других – нет.


Пусть дано неравенство f ( x ) > g ( x ). Всякое значение переменной, при которой данное неравенство с переменной обращается в верное числовое неравенство, называется решением неравенства. Решить неравенство с переменной – значит найти все решения или доказать, что их нет.


Два неравенства с одной переменной называются равносильными, если решения этих неравенств совпадают; в частности, неравенства равносильны, если оба не имеют решения.


При решении неравенств обычно заменяют данное неравенство другим, более простым, но равносильным данному; полученное неравенство снова заменяют более простым, равносильным данному неравенством и т.д.Такие замены осуществляются на основе следующих утверждений.


I.Если из одной части неравенства перенести в другую слагаемое с противоположным знаком, то получится неравенство, равносильное данному.


II.Если обе части неравенства с одной переменной умножить или разделить на одно и то же положительное число, то получится неравенство, равносильное данному.


III.Если обе части неравенства с одной переменной умножить или разделить на одно и тоже отрицательное число, изменив при этом знак неравенства на противоположный, то получится неравенство, равносильное данному.


Например, неравенства 2x2 + 7x < 6  и  2x2 +7x – 6 < 0 равносильны по первому утверждению. Неравенства 3x2 – 12x < 30  и   x2 – 4x < 10 равносильны по второму утверждению ( обе части неравенства 3x2 – 12x < 30 разделили на положительное число 3, оставив без изменения знак < исходного неравенства). Неравенства –5x > 60  и  x< -12 равносильны по третьему утверждению ( обе части неравенства – 5x > 60 разделили на отрицательное число –5, изменив при этом знак > исходного неравенства на знак < ).

II. РЕШЕНИЕ НЕРАВЕНСТВА С  ОДНОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ


Линейным называется неравенство вида а х > в ( или соответственно ах < в, ах >  в, 

ах < в). Если а   0, то неравенство ах     в равносильно неравенству х     в/а, значит, множество решений неравенства есть промежуток (в/а; + оо ).Если а < 0, то неравенство  ах > в равносильно неравенству  х < в/а, значит, множество решений неравенства есть 
промежуток ( - оо; в/а).Если а =0, то неравенство принимает вид 0 х > в, т.е. оно не имеет решений, если в > 0, и верно при любых х, если в < 0.

 Пример. Решить неравенство 2 ( х – 3) + 5( 1 – х) > 3( 2х – 5).

 Решение. Раскрыв скобки, получим:



2х –6 + 5 – 5х > 6х – 15.

                          - 3х – 1 >  6х – 15.



   - 3х – 6х > - 15 + 1.




- 9х > -14.

Разделив обе части неравенства на отрицательное число – 9 и изменим знак неравенства. Получим равносильное неравенство: х < 14/9. Значит, множество решений заданного неравенства есть промежуток ( -оо; 14/9 ).
 Пример. Решить неравенство      5х – 8
                                                         7х + 14

 Решение. Имеем последовательно 5х – 8                5х – 8 – 14х - 28

                                                            7х + 14              .       7х + 14                          .

                     - 9х - 36
                        7х + 14             ,

Дробь больше или равна нулю в двух случаях:

1) если числитель больше или равен нулю, а знаменатель больше нуля;

2)  если числитель меньше или равен нулю, а знаменатель меньше нуля.

 Значит, получается две системы неравенств:

 - 9х – 36 >  0,               - 9х – 36  <  0,

   7х + 14 >  0.                 7х + 14  <  0.

Из первой находим:    - 9х  > 36,              х  <  - 4,




     7х  > -14.              х  > - 2, т.е. система не имеет решений.

Из второй находим:    - 9х <   36,              х  > - 4,

                                        7х  < - 14.             х   < - 2, т.е.   – 4 <  х < - 2.

 Значит, множество решений заданного неравенства есть промежуток  [- 4; - 2).


Неравенства вида ах2 + вх + с> 0 и ах2 + вх + с < 0, где х – переменная, а, в и с – некоторые числа, причем а = 0, называют неравенствами второй степени с одной переменной.


Для решения неравенств второй степени можно разложить квадратный трехчлен ах2 + вх + с на множители по формуле ах2 + вх + с = а ( х – х1)( х – х2), где х1 и х2 – корни квадратного трехчлена, затем разделить обе части неравенства а( х – х1)( х – х2) > 0 (или    а( х – х1)( х – х2) < 0 ) на число а и перейти к неравенству (х – х1)(х – х2) > 0 ( или
            (х – х1)(х – х2) <  0 ). Теперь остается воспользоваться тем, что произведение двух чисел положительно (отрицательно), если сомножители имеют одинаковые (разные) знаки.
 Пример. Решить неравенство 3х2 + 4х – 4 < 0.

 Решение. Найдем корни квадратного трехчлена 3х2 + 4х – 4.Из уравнения 3х2 + 4х – 4 = 0 получаем х1 = -2, х2 = 2/3.Значит 3х2 + 4х – 4 = 3(х + 2)(х – 2/3) = (х + 2)(3х – 2) и приходим к неравенству (х + 2)(3х – 2) < 0.Далее получаем две системы неравенств:

   х +2 > 0,          х + 2 < 0,

  3х – 2 < 0.       3х – 2 > 0.

  Из первой находим:    х > - 2,

                                        х < 2/3, т.е. – 2 < х < 2/3.

  Из второй находим:    х < - 2,

                                        х > 2/3, т.е. система не имеет решений.

 Значит, множество решений неравенства есть промежуток ( - 2;2/3).


Для решения неравенств второй степени имеется и так называемый графический метод, смысл которого состоит в следующем: 
1) находят дискриминант квадратного трехчлена и выясняют, имеет ли трехчлен корни;

2)  если трехчлен имеет корни, то отмечают их на оси Х и через отмеченные точки проводят схематически параболу, ветви которой направлены вверх при а > 0 или вниз при а < 0;

3)  если трехчлен не имеет корней, то схематически изображают параболу, расположенную в верхней полуплоскости при а > 0 или в нижней – при а < 0;

4) находят на оси Х промежутки, для которых точки параболы расположены выше оси Х ( если решают неравенство ах2 + вх + с > 0) ил ниже оси Х (если решают неравенство       ах2 + вх + с < 0).

 Пример. Решить неравенство – 3х2 + 17х + 6 < 0.

 Решение. Уравнение – 3х2 + 17х + 6 = 0 имеет дискриминант 361, и, значит, корни уравнения х1= - 1/3, х2 = 6. Парабола, служащая графиком функции у = - 3х2 + 17х + 6, имеет ветви, направленные вниз и пересекает ось Х в двух точках, абсциссы которых равны – 1/3 и 6. Схематически это выглядит так:

                                                                                                    у


                                                                                                  !                             !









  - 1/3                         6       
   х



 Из рисунка видно, что функция принимает отрицательные значения, когда х < -1/3 или      х > 6, т.е. множеством решений неравенства является объединение промежутков ( -оо;-1/3) и (6;+оо).





Ответ: (-оо;-1/3)U (6;+оо).


Пусть функция задана формулой вида f(x) = (x – x1)(x – x2)……(х – хп), где х – переменная, а х1, х2,….,хп – не равные друг другу числа. Числа х1, х2, …., хп являются нулями функции. В каждом из промежутков, на которые область определения функции разбивается нулями функции, знак функции сохраняется, а при переходе через нуль функции ее знак изменяется.


Это свойство используется для решения неравенств вида                                            (х – х1)(х – х2)…..(х – хп) > 0, (х – х1)(х – х2)…….(х – хп) < 0, где х1, х2, …,хп – числа. Этот способ решения неравенств называется методом  интервалов.
III. ТАКОЙ  ПРОСТОЙ  МЕТОД.


В элементарной математике метод интервалов давно известен. Его применение значительно облегчает решение рациональных и дробно- рациональных неравенств. В этом разделе работы подробно рассматривается решение неравенств этим методом.


Вначале дадим определение. Критической точкой дробно- рационального выражения f( x) называется такое значение переменной х, при котором выражение f (x) равно 0 или не определено, т.е. такое значение х, при котором либо числитель, либо знаменатель рациональной дроби f (x) обращается в 0.

 Пример. Решить неравенство (х –1)(х + 4)(2х – 5) > 0.

 Решение. Найдем критические точки выражения (х – 1)(х + 4)(2х – 5).Оно представляет собой  произведение трех линейных множителей, поэтому для нахождения критических точек необходимо решить три уравнения: х – 1= 0, х + 4 = 0, 2х – 5 = 0. Отсюда х1 = 1, 
х2 = -4, х3 = 2,5.

 Нанесем эти точки на координатную ось. На каждом из полученных промежутков каждый из множителей (х – 1), (х + 4) и (2х – 5) сохраняет знак и, следовательно, сохраняет знак все выражение. Кроме того, при переходе через любую из критических точек меняется знак ровно в одной скобке. Поэтому достаточно вычислить знак лишь на одном из интервалов, а на остальных расставить знаки, чередуя плюсы и минусы. Для простоты вычислений можно определить знак выражения на интервале, содержащим нуль. В точке 0 выражение (х –1) имеет знак ( -), выражение (х + 4) имеет знак ( +), выражение (2х – 5) – знак ( -). Значит значение всего выражения имеет знак ( +). Расставляя знаки на всех интервалах, получим:

                                                               

                                    -             о                +               о       -             о       +               

                                                - 4                                   1                     2,5              х              

 В задании требовалось найти те значения х, при которых исходное выражение больше нуля. Значит, для ответа берем те интервалы, на которых выражение положительно.


Ответ: (- 4;1)U ( 2,5; + оо).


Рассмотрим решение простейших дробно-рациональных неравенств.                           

 Пример. Решить неравенство ( х – 4)( 2 + х)   
                               

    ( 3 + х)( 3х – 6)      
Решение. Критические точки числителя х1 = 4, х2 = -2, критические точки знаменателя х3 = -3, х4 = 2.  Найденные значения нанесем на координатную ось. Неравенство строгое, значит, все отмеченные точки должны быть светлыми. Так как, расположение скобок в числителе или знаменателе не влияет на знак всего выражения, то данное неравенство равносильно неравенству ( х – 4)( 2 + х)( 3 + х)( 3х – 6) > 0. Решаем методом интервалов и получим:


+         о      --    о                +          о          --            о           +                   

          -3            -2                            2                       4                      х


Ответ: ( -оо;-3) U ( -2;2) U ( 4; +оо).

 Пример. Решить неравенство ( 3 + х2)( 4х – 5)            
                                                        х ( х + 2)                 
 Решение. Данное неравенство отличается от ранее рассмотренных тем, что множитель 
  ( 3 + х2) ни при каких значениях х не обращается в нуль и принимает на всей числовой оси только положительные значения. В этом случае данное неравенство равносильно неравенству 4х – 5
                    х ( х + 2)  < 0     , которое решая методом интервалов, получим следующий рисунок :
                                            --                              +                            --                      +

                                                           о                                  о                      о

                                                          - 2                               0                      1,25              х

 Ответ:( -оо; - 2) U ( 0; 1,25].

 Пример. Решить неравенство    ( х – 6)( - 3 – х2)_____
                                                        ( х + 4)( 1 + х)( х2 + 2)         .

 Решение. Множители ( -3 – х2) и ( х2 + 2) ни при каких значениях переменной не обращаются в нуль и множитель ( -3 – х2) принимает только отрицательные значения, а множитель ( х2 + 2) принимает только положительные значения. Нанесем на координатную ось критические точки числителя темным цветом, а критические точки знаменателя – светлым. После чего будем решать неравенство ( х –6)( х + 4)( 1 + х ) < 0 методом интервалов и получим следующий рисунок:


                                                    _                                 

            о         +          о                                   о                 +        

           - 4                    - 1                                 6                         х

 Ответ: ( -оо;- 4) U (- 1; 6] .

 
Рассмотрим решение простейших неравенств с кратными корнями, т.е. неравенства вида ( х – 1)2( 2 – х)__
         ( х + 3)2( х + 5)                 , где множители имеют степень 2 и выше.

 Пример. Решить неравенство ( х + 7)2 > 0.
 Решение. Критическая точка х = -7, отметим ее на координатной оси, ( х + 7) – во второй степени, значит точка х = -7 имеет кратность 2, поэтому можно считать, что у нас две слившиеся критические точки, между которыми также есть интервал с началом и концом в одной и той же точке –7. Будем отмечать такие интервалы « лепестками», как на рисунке. Значит, имеем три интервала: два числовых промежутка ( -оо; -7), ( -7; +оо) и «лепесток» между ними. Расставляем знаки на этих интервалах, для этого вычислим знак на интервале, содержащем 0, и на остальных расставим знаки, просто их чередуя:


                        +                        _                        +

                                                  о

                                                 - 7                                                     х


Ответ: ( -оо;-7) U ( -7; +оо).

 Рассмотрим теперь более сложное неравенство.

 Пример. Решить неравенство:  ( 4 + х)( х – 3)2_
                            

       ( х – 2)2(5 + х)                              .

 Решение. Отметим на координатной оси критические точки, учитывая их кратность, - на каждую дополнительную скобку с данным критическим значением рисуем дополнительный «лепесток». Так у точки 3 появится один «лепесток», т.к. ( х – 3)2 = (х –3) ( х – 3). Первый из этих множителей учтен появлением на координатной оси точки 3, а второй учитывается добавлением «лепестка». Далее, имеем, ( х –2)3 = ( х –2)( х –2)( х –2) и поэтому у точки 2 появляются два «лепестка», показывающие два дополнительных множителя у стоящего в знаменателе двучлена ( х –2). Затем определяем знак на одном из интервалов и расставляем знаки на остальных, чередуя плюсы и минусы:



                            --                +                       __              +           +         _-        +

                                       о                о                                 о                      о        

                                      -5              -4                                 2                      3                   х

 Все промежутки, отмеченные знаком минус, и темные точки дают ответ.


Ответ: ( -оо;-5) U [ -4;2) U { 3}.

 Рассмотрим решение неравенства, у которого критические точки числителя и знаменателя совпадают.

 Пример. Решить неравенство   ( х3 – 4х2 – 5х)( 5х – х2)( 1 + х)_
 



              ( х2 – 1) х2                                        .             .

 Разложим на множители левую часть неравенства и получим:

 х (х2 – 4х – 5) х (5 – х)( 1 + х)  _                      
                ( х2 – 1) х2                                                         , имеем после преобразования:
              х(х +1)(х – 5) х (5 – х)(1 + х)__
                     (х –1)(х +1) х2                           .

 Нанесем критические точки на координатную ось, сначала точки знаменателя:


                              о                        о                         о

                             -1                        0                         1                             х

 Затем на эту координатную ось добавляем критические точки числителя:




                             о                       о                     о                                о

                             -1                       0                     1                               5                   х   

 Определив знаки на интервалах и в «лепестках», получим:  



           _                           +                       +                               _                                     _        

                            о                      о                        о                                    о                       

                          -1                       0                       1                                     5                          х

 Ответ: (-1;0) U (0 ;1) U {5}.

 Вот таков он метод интервалов – такой простой метод, преимущества которого от обычного метода интервалов, который изучается в 9 –м классе, заключается в следующем:

 1.На интервале знаки плюс и минус расставляются просто чередуя.

 2.Не нужно считать кратность корней. Если при нанесении критических точек последовательно появляется новый множитель, содержащий уже отмеченную критическую точку, то нужно просто добавить над ней то количество «лепестков», какова степень множителя.

 3.Не нужно приводить все скобки к виду (х – а).При обнаружении как скобки ( х – а), так и скобки ( а – х ), нужно просто добавить еще один «лепесток» над точкой а.

 4.При таком методе решения неравенств с помощью «лепестков» никогда не теряются одиночные корни.
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